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Resumen
Una metodologı´a para modelar amortiguadores guiada por sus diagramas caracterı´sticos es presentada y validada. Los diagra-
mas caracterı´sticos del amortiguador son construidos a partir de datos experimentales generados por pruebas esta´ndar: fuerza versus
desplazamiento y velocidad versus aceleracio´n. Estos son explorados en las frecuencias de intere´s. Los diagramas son clasiﬁcados
en siete patrones, los cuales sirven de guı´a para construir el modelo matema´tico el cual puede identiﬁcarse con algoritmos conven-
cionales. La metodologı´a es validada con cuatro amortiguadores comerciales de diferentes tecnologı´as, obteniendo resultados con
errores de estimacio´n menores al 5%. Copyright c© 2015 CEA. Publicado por Elsevier Espan˜a, S.L. Todos los derechos reservados.
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1. Introduccio´n
Un modelo matema´tico dina´mico para un amortiguador au-
tomotriz debe simular ﬁelmente su comportamiento, destacan-
do las no linealidades (friccio´n, histe´resis, inercia) en un rango
de frecuencia menor a 30 Hz (en el dominio automotriz). Lo
ma´s importante en un amortiguador de uso automotriz son las
caracterı´sticas en los diagramas de Fuerza-Velocidad (FV) y
Fuerza-Desplazamiento (FD).
Existen muchos me´todos de modelado. Un me´todo ideal de-
be ser gene´rico y que permita ajustar un modelo a partir del
ana´lisis gra´ﬁco de los diagramas caracterı´sticos, pues estos con-
tienen la informacio´n para el disen˜o de la suspensio´n.
Un amortiguador Pasivo (P) tiene capacidad de amortigua-
miento deﬁnida por su disen˜o meca´nico, varia por la amplitud
del desplazamiento y la frecuencia de oscilacio´n. Sus diagramas
caracterı´sticos FV y FD son constantes ; puede estar disen˜ado
para confort o agarre de superﬁcie (o un balance de ambas).
Los amortiguadores Semi-Activos (SA) deﬁnen su capaci-
dad por su disen˜o meca´nico y por una sen˜al externa que ha-
ce que varı´e una propiedad meca´nica del mismo. Cuando no
existe esta sen˜al externa, su estado es P. Sus diagramas carac-
terı´sticos FV y FD son variables. Tres tecnologı´as comerciales
son las ma´s conocidas: Pasiva (P) , Magneto-Reolo´gica (MR) y
Electro-Hidra´ulica (EH); en la Tabla 1 se comparan estas.
∗Autor en correspondencia.
Correos electro´nicos: A00944078@itesm.mx (Jorge de-J.
Lozoya-Santos), A00469139@itesm.mx (Diana Herna´ndez-Alcantara),
rmm@itesm.mx (Ruben Morales-Menendez), ricardo.ramirez@itesm.mx
(Ricardo A. Ramı´rez-Mendoza)
Se han desarrollado modelos con para´metros sin signiﬁcado
fı´sico, tales como: (i) pasivos, Duym (1997), (ii) MR, Choi et al.
(2001), Savaresi et al. (2005a), y (iii) EH, Codeca et al. (2008).
Los modelos con para´metros con signiﬁcado fı´sico como los fe-
nomenolo´gicos, se clasiﬁcan tambie´n como : (i) pasivo, Duym
(2000), Carrera-Akutain et al. (2006), (ii) MR, Wang y Kamath
(2006), Choi et al. (2001) y (iii) EH, Heo et al. (2003). Ejemplos
de los modelos cuyos para´metros esta´n ligados a los diagramas
caracterı´sticos son: (i) pasivo, Basso (1998), Calvo et al. (2009)
y (ii) MR, Guo et al. (2006), Ma et al. (2007). Estos u´ltimos son
los de principal intere´s, ya que los para´metros pueden predecir
la eﬁciencia del amortiguador en alguna maniobra del vehı´culo.
En la tabla .11 describimos la nomenclatura.
Tabla 1: Comparacio´n de diferentes tecnologı´as de amortiguamiento.
Caracterı´stica Pasiva MR EH
Histe´resis Baja Baja Baja
Principio Flujo Viscosidad Area de
constante variable ﬂujo variable
Manipulacio´n NA Corriente Ele´ctrica
Rango Manipulacio´n NA 0 − 2,5 A @ 12 V 0 − 5 A
Potencia NA 30 W > 60 W
Vel. Respuesta NA 15 − 40 ms 10 − 60 ms
Otras Seguridad Clutches, Frenos Control de
aplicaciones Pro´tesis ﬂujo
Ventaja Costo Sistema de Respuesta
Mtto. actuacio´n proporcional
Desventaja Desempen˜o Costo Mtto.
Madurez Tecnolo´gica Alta
Tiempo de Vida 80, 000 Km 32, 000 Km 40, 000 Km
Costo relativo [%] 100 ∼5,000 ∼7,000
Dado que el diagrama FV se asemeja a una funcio´n sigmoi-
. .U. Todos los derechos reservados.
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Tabla 2: Comparacio´n de modelos
Autor/An˜o Sims et al. (2004) Ma et al. (2007) Boggs (2009)
Objetivo Prototipado y Simulacio´n Simulacio´n
simulacio´n
Experimentos Std / Variable Std Std
Para´metros kp, cp, md Dependientes kp, cp,
cpre, cpos de modelo Fs, τ
Ancho banda 0–15 Hz 0–5 Hz 0–15 Hz
No-linealidad Friccio´n, Cedencia histe´resis
Histe´resis semi-activa
Tecnologia ER, MR MR Pasivo
Modelo Algebra´ico Dependiente de Dina´mico no
con tanh manipulacio´n lineal
Ventaja Parame´trico - Co´mputo
Desventaja Muchos Experimen Sin signiﬁcado
tos y complejo en diagramas caracterı´sticos
dal, existen tres modelos que han usado funciones trigonome´tri-
cas (tangente hiperbo´lica y arco-tangente) con e´xito en el mode-
lado de la histe´resis. Kwok et al. (2006) propuso usar la funcio´n
para incluir la histe´resis en base al signo del desplazamiento:





Guo et al. (2006) presento´ una funcio´n pero no depende solo
del signo, sino tambie´n de la magnitud:





C¸esmeci y Engin (2010) presentan la fuerza con histe´resis uti-
lizando una funcio´n sigmoidal y el signo de la aceleracio´n:





Los resultados son buenos en te´rminos de los diagramas FV
para frecuencias, amplitudes y manipulaciones constantes pero
limitados en precisio´n en la parte dina´mica.
Sims et al. (2004) propone un me´todo con resultados de alta
precisio´n, pero el modelo no es gene´rico y requiere de pruebas
muy especı´ﬁcas. Ma et al. (2007) propone modiﬁcar modelos
de amortiguadores P multiplicando la fuerza por una fuerza de-
pendiente de la corriente. Boggs (2009) desarrolla un modelo
no lineal, donde la histe´resis es incluida utilizando un retraso
de la fuerza con un ﬁltro de primer orden, no se incluye la fric-
cio´n generada por la rigidez del disen˜o meca´nico. Todos presen-
tan funciones que son costosas computacionalmente. La Tabla
2 compara las propuestas discutidas.
Proponemos un me´todo de disen˜o gene´rico basado en dia-
gramas caracterı´sticos para obtener un modelo de fa´cil identi-
ﬁcacio´n y simulacio´n. En la seccio´n 2 presentamos los funda-
mentos del me´todo. En la seccio´n 3 describimos el me´todo. A
traves de un caso ejempliﬁcamos la propuesta en la seccio´n 4.
Finalmente, en la seccio´n 5 concluimos la investigacio´n.
2. Fundamentos
La fuerza total de un amortiguador semi-activo puede ex-
presarse en dos te´rminos, Dixon (2008):
FD|M = FP + FS A|M (4)
donde FD|M es la fuerza total dada una manipulacio´n M; Fp
es el te´rmino debido a los feno´menos meca´nicos, y FS A|M es
el te´rmino por la manipulacio´n M. Si el amortiguador es pasi-
vo, FD = Fp. Los diagramas caracterı´sticos cuando la mani-
pulacio´n es cero, FD|M=0, muestran el desempen˜o cinema´tico.
Cuando se analiza la fuerza FS A|M0 = FD|M0 − FP, los dia-
gramas caracterı´sticos son llamados SA y muestran la variacio´n
controlable del amortiguamiento debido a una variable exo´ge-
na, idealmente independiente de la cinema´tica.
La variable exogena inﬂuye en los diagramas caracterı´sti-
cos SA de acuerdo a la tecnologı´a. Si es MR y ER, la variable
modiﬁca el ﬂuido y por lo tanto la dina´mica de los coeﬁcientes
de rigidez y amortiguamiento en los diagramas FD y FV. Si es
EH, el diagrama FV variara´ en forma proporcional a la variable
exo´gena, y la dina´mica del diagrama FD es independiente.
Los diagramas caracterı´sticos FD, FV y Fuerza-Aceleracio´n
(FA), Fig. 1, pueden describirse a trave´s de ocho lı´neas {a, ..., h}
y por ocho puntos {A, ...,H}, despue´s de cada lı´nea x sigue el
punto X. Estos puntos representan feno´menos debidos a la ci-
nema´tica y/o variable exo´gena y son comunes en los tres dia-
gramas, los llamaremos puntos caracterı´sticos. El sentido de las
curvas en los diagramas FD y FV es en el sentido de las mane-
















































































































Figura 1: Diagramas caracterı´sticos.
Existen tres tipos de puntos en los diagramas caracterı´sti-
cos. Punto de cedencia: la pendiente de la siguiente lı´nea es
menor. En los diagramas FV, P se relaciona con la activacio´n
de va´lvulas de mayor oriﬁcio en una velocidad lı´mite, y en los
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FV, SA con el cambio del comportamiento del ﬂuido (viscoso a
visco-pla´stico). Punto de retorno: la velocidad cambia de sen-
tido, la pendiente de la siguiente lı´nea cambia de signo. Sucede
en cualquier diagrama FV. Punto de restauracio´n: la pendiente
de la siguiente lı´nea es mayor y del mismo signo. En el diagra-
ma FV, P sucede cuando el sistema de va´lvulas desactiva las
va´lvulas de mayor oriﬁcio incrementando el amortiguamiento.
En el diagrama FV, SA las cadenas formadas por el feno´meno
magne´tico en el ﬂuido MR/ER se restauran, aumentando la vis-
cosidad del ﬂuido abruptamente.
Los puntos de cedencia y restauracio´n esta´n relacionados
con los dos principales coeﬁcientes de amortiguamiento: coe-
ﬁciente alto y bajo, Rakheja y Sankar (1985); Warner (1996);
Hong et al. (2002); Savaresi y Spelta (2007). Se puede con-
siderar una relacio´n mayor a 5:1 para el coeﬁciente alto/bajo
en extensio´n y compresio´n para un amortiguador sime´trico, y
una relacio´n mayor 2:1 en compresio´n para un amortiguador
asime´trico. Cualquier variacio´n de estos en el diagrama FV, es
reﬂejado en los diagramas FD y FA. Basados en el diagrama
FV, la Tabla 3 presenta los cuadrantes donde esta´n los puntos
caracterı´sticos.
Tabla 3: Puntos caracters´ticos en diagrama FV.
Operacio´n Compresio´n Extensio´n P SA
Rectas a, b, c, h d, e, f , g ω ω,M
Cedencia H D ω, α M, ω, α
Restauracio´n F B ω, α M, ω, α
Retorno A E ω, α M
El ana´lisis de los diagramas caracterı´sticos se hara´ en tres
rangos de frecuencia relevantes al dominio automotriz: frecuen-
cia baja (ωB) [0.5-3] Hz, frecuencia media (ωM) [3-7] Hz y
frecuencia alta (ωA) [7-15] Hz, Warner (1996). Las pendien-
tes de las lı´neas y las coordenadas de los puntos caracterı´sticos
cambı´an de acuerdo a: 1) la frecuencia de oscilacio´n, ω; 2) de
la amplitud de oscilacio´n (α) del desplazamiento del pisto´n en
los diagramas pasivos (P) y 3) a la variable exo´gena M.
En diagramas P, FD, Fig. 1A, se presenta una rigidez baja,
representado por la pendiente kb en todas las lı´neas para ωB. La
pendiente en la rigidez aumenta, ka en las lı´neas c, d, g, h y en
las lı´neas a, b, e, f tiende a cero para frecuencias en los rangos
[ωM-ωA]. Las pendientes siempre llevan el signo de la veloci-
dad signo(z˙), Tabla 4 (se muestran las variables que ma´s afectan
las pendientes). En el diagrama SA, FD, las lı´neas presentan una
pendiente kS A similar en todo el rango de velocidades en ωB.
Esta pendiente se mantiene en las lı´neas c, d, g, h, y tiende a ce-
ro en las lı´neas a, b, e, f para ωM y ωA. Las pendientes siempre
son positivas, Tabla 4.
En diagramas P, FV, Fig. 1B, se presenta una amortigua-
miento alto, representado por la pendiente ca en todas las lı´neas
para ωB. La pendiente del amortiguamiento permanece igual,
ca en las lı´neas c, d, g, h y en las lı´neas a, b, e, f tiende a un
amortiguamiento menor, pendiente cb para frecuencias en los
rangos [ωM-ωA]. En el rango ωA cb → 0, Tabla 5. Las pen-
dientes siempre son positivas e inﬂuenciadas por ω. En el dia-
grama SA FV, las lı´neas presentan un alto amortiguamiento cS A
similar en todo el rango de velocidades en ωB. Esta pendiente
Tabla 4: Diagrama FD en lı´neas para casos P y SA.
Rectas P SA
ωB ωM ωA ωB ωM ωA
a kb → 0 → 0 kS A → 0 ∼ 0
b kb → 0 → 0 kS A → 0 ∼ 0
c kb ka ka kS A kS A kS A
d kb ka ka kS A kS A kS A
e kb → 0 → 0 kS A → 0 ∼ 0
f kb → 0 → 0 kS A → 0 ∼ 0
g kb ka ka kS A kS A kS A
h kb ka ka kS A kS A kS A
Var ω ω,M M
Tabla 5: Diagrama FV en lı´neas para casos P y SA.
Rectas P SA
ωB ωM ωA ωB ωM ωA
a ca cb → 0 cS A → 0 ∼ 0
b ca cb → 0 cS A → 0 ∼ 0
c ca ca ca cS A cS A cS A
d ca ca ca cS A cS A cS A
e ca cb → 0 cS A → 0 ∼ 0
f ca cb → 0 cS A → 0 ∼ 0
g ca ca ca cS A cS A cS A
h ca ca ca cS A cS A cS A
Var ω ω,M M
se mantiene en las lı´neas c, d, g, h, y tiende a cero en las lı´neas
a, b, e, f para ωM y ωA. Las pendientes siempre son positivas y
son inﬂuenciadas principalmente por ω y M a baja frecuencia,
y solo por M en ωM y ωA, Tabla 5.
En diagramas P, FA, Fig. 1C, se presenta una pendiente casi
nula, en las lı´neas a, b, e, f , e inﬁnita para c, d, g, h en ωB. La
aceleracio´n no inﬂuye en la fuerza. La pendiente md aparece
en todas las lı´neas [ωM-ωA]. La frecuencia inﬂuye mucho en
la fuerza por su efecto cuadra´tico en la aceleracio´n. Las pen-
dientes siempre son positivas, Tabla 6. En el diagrama SA, las
pendientes en ωB y ωM son las mismas que para el caso P a
ωB . La aceleracio´n tiene un efecto nulo en la fuerza SA. A al-
tas frecuencias, ωA, se puede dar el caso que se presente una
pendiente positiva, mS A para las lı´neas de cedencia, a, b, e, f .
La inﬂuencia de la aceleracio´n no es signiﬁcativa en la fuer-
za SA, Tabla 6. Un modelo es presentado para cada rango de
frecuencia, para ωB es:
FD|M = kbsigno(z˙)z + caz˙ + mdz¨︸︷︷︸
FP
+M [kS Az + cS Az˙]︸︷︷︸
FS A|M
(5)
Para frecuencias ωM y ωA, los componentes de fuerza FP
y FS A|M del modelo propuesto ecn. (4) son:
FP =
{
kasigno(z˙)z + caz˙ + mdz¨ z˙ < v1









+ mS Az¨ z˙ > v2
(7)
Las 3 ecuaciones son parecidas a la presentada por Joarder (2003);
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Tabla 6: Diagrama FA en lı´neas casos P y SA.
Rectas P SA
ωB ωM ωA ωB ωM ωA
a → 0 mD mD → 0 → 0 mS A
b → 0 mD mD → 0 → 0 mS A
c → ∞ mD mD → ∞ → ∞ → ∞
d → ∞ mD mD → ∞ → ∞ → ∞
e → 0 mD mD → 0 → 0 mS A
f → 0 mD mD → 0 → 0 mS A
g → ∞ mD mD → ∞ → ∞ → ∞
h → ∞ mD mD → ∞ → ∞ → ∞
Var ω
sin embargo, los puntos caracterı´sticos son dina´micos y funcio´n
de la frecuencia ω, amplitud α y manipulacio´n M, Tabla 3.
Para proponer un modelo dina´mico gene´rico, clasiﬁcamos
los diagramas caracterı´sticos FD, FV y FA de acuerdo al rango
de frecuencias y a la combinacio´n de puntos caracterı´sticos. La
clasiﬁcacio´n propuesta consta de 7 patrones : (a) Tipo 0 para
ωB, (b) Tipos (1, 2, 3, 4) para ωM, y (c) Tipos (5, 6) para ωA.
Tipo-0. En los diagramas P, los puntos A, B y H son iguales
en compresio´n, y los puntos D, E y F entre si. Si fuera asime´tri-
co, las pendientes de las lı´neas d y g serı´an iguales y diferentes
a las de c y h que tambie´n serı´an iguales entre ellas, Fig. 2. Si
el amortiguador es sime´trico, E=-A, D=-H y F=-B. El diagra-
ma FD muestra una compresibilidad constante, kb, presentan-
do ovalos perfectos, Fig. 2A. El diagrama FV es una lı´nea con
amortiguamiento alto ca, Fig. 2B. Las pendientes D, C, G y H
son iguales. Las lı´neas A, B, E, F tienen una longitud cero. Es
muy raro que presenten histe´resis en el diagrama FV. La in-
ﬂuencia de la aceleracio´n no es signiﬁcativa, tal como se puede
apreciar en la Fig. 3A. La frecuencia y amplitud de desplaza-
miento incrementa la magnitud de los puntos caracterı´sticos. En
los diagramas SA, la frecuencia y amplitud de desplazamiento
ası´ como la variable exogena incrementa los puntos caracterı´sti-















































(A) Diagrama FD (B) Diagrama FV
Figura 2: Diagramas caracterı´sticos a ωB, Tipo-0.
Tipo-1. En el caso P, es el tipo ideal en un amortiguador
automotriz, Fig. 4. Existen los puntos de cedencia, restauracio´n
y retorno. Las pendientes de valor alto de las lı´neas c y h, ası´
como d y g son iguales, asi como las pendientes de las lı´neas a
y b en compresio´n, y f y e en extensio´n son iguales. Los puntos
de cedencia H y D y de restauracio´n B y F son iguales entre
si en los dos cuadrantes de compresio´n, ası´ como los dos co-















































































































Figura 3: Tipos de diagramas caracterı´sticos FA.
inﬂuencia de la aceleracio´n es despreciable, Fig. 3(A,B). No






















































Figura 4: Diagramas caracterı´sticos a ωM, Tipo-1.
Tipo-2. Son los diagramas tı´picos en un amortiguador auto-
motriz, Fig. 5. La diferencia con el Tipo-1, es que el punto de
cedencia H tiene abscisa y ordenada mayores que el punto de
restauracio´n B. Esto genera la histe´resis a alta velocidad debido
a la viscosidad del ﬂuido. La inﬂuencia de la aceleracio´n pue-
de no ser signiﬁcativa, Fig. 3B. En diagramas SA son comunes
estos tipos de diagramas, aunque regularmente se idealizan a
altas velocidades representandolos como un Tipo-1. Las carac-
terı´sticas del ﬂuido MR/ER deﬁnen la dina´mica de los puntos de



























































Figura 5: Diagramas caracterı´sticos a ωM, Tipo-2.
Tipo-3. Tambie´n es automotriz, Fig. 6. La abscisa y ordena-
da del punto B son menores a las del punto H resultando en que
la lı´nea b es mas larga que la lı´nea a. La abcisa de B es mucho
menor que la de H, es decir, el punto B esta´ mas cercano a cero
en el eje horizontal de la velocidad, y mas lejano a cero en el eje
horizontal del desplazamiento. Esto genera la histe´resis a baja
velocidad debido al feno´meno de compresibilidad del ﬂuido. El
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punto F=-H y el punto F=-B cuando existe simetrı´a. La inﬂuen-
cia de la aceleracio´n no es signiﬁcativa, Fig. 3A. En diagramas
SA son comunes estos feno´menos, pero a altas frecuencia ya
que la viscosidad del ﬂuı´do MR/ER no tiene una respuesta tan
ra´pida como la frecuencia de oscilacio´n, provocando que los


























































(A) Diagrama FD (B) Diagrama FV
Figura 6: Diagramas caracterı´sticos a ωM, Tipo-3.
Tipo-4. No son comunes en diagramas P. Por otro lado, es la
respuesta esperada de la fuerza FS A|M=cte. en un amortiguador,
Fig. 7. La fuerza es independiente en casi toda el intervalo de
la velocidad, excepto en la vecindad de z˙ = 0. Si esta vecindad
tendiera a cero, la fuerza SA serı´a ideal. Dada la independencia
de la velocidad a medias y altas magnitudes, las pendientes de
a, b, f y e son cero. Los puntos de cedencia son H y D=-H y de
restauracio´n B y F=-B en casos sime´tricos. Los puntos de re-
torno A y E=-A son iguales, y su ordenada es igual en magnitud
a los puntos de cedencia H y F=-H. La ordenada de los puntos
de cedencia es proporcional a la magnitud de la variable exo´ge-
na. Las pendientes de las lı´neas c, d, g y h pueden ser sensibles
a la velocidad y a la variable exogena, aumentando conforme
aumentan ambas variables. El orden de cambio de la abscisa es
mucho menor, del orden de 5 a 1. No hay histe´resis en el dia-
grama FV. La inﬂuencia de la aceleracio´n es poco signiﬁcativa,





















































(A) Diagrama FD (B) Diagrama FV
Figura 7: Diagramas caracterı´sticos a ωM, Tipo-4.
Tipo-5. En diagramas P puede presentarse cuando opera en
condiciones lı´mite, Fig. 8. Es una mezcla de los Tipo 2 y 3,
existe la histe´resis debido a los feno´menos de compresibilidad
y viscosidad del ﬂuido. La inﬂuencia de la aceleracio´n puede
ser signiﬁcativa, Fig. 3C. En diagramas SA no son comunes,
a menos que el amortiguador sea ER/MR o la respuesta de las
va´lvulas proporcionales presenten histe´resis.
Tipo-6. Este tipo es muy raro en un amortiguador de uso au-
tomotriz, Fig. 9. Las ordenadas (fuerza) de los puntos de restau-
racio´n B y F aumentan y las ordenadas de los puntos de ceden-
cia D y H disminuyen. Debido a la alta frecuencia (velocidad),




















































(A) Diagrama FD (B) Diagrama FV
Figura 8: Diagramas caracterı´sticos a ωA, Tipo-5.
decir, se invierten los Tipos 2 y 3 porque los elementos meca´ni-
cos se forzan y no recuperan su condicio´n de funcionamiento
de disen˜o. La inﬂuencia de la aceleracio´n es muy signiﬁcativa,






















































(A) Diagrama FD (B) Diagrama FV
Figura 9: Diagramas caracterı´sticos a ωA, Tipo-6.
3. Modelado
El primer paso de la metodologı´a es clasiﬁcar el patro´n que
corresponde al diagrama caracterı´stico del amortiguador gene-
rado experimentalmente, a partir de esta clasiﬁcacio´n se pro-
pondra´ la ecuacio´n del modelo. Para que el sistema sea compu-
tacionalmente eﬁciente se propone usar la funcio´n squash, Yo-
naba et al. (2010), f (θ) = θ/(1+ |θ|) donde θ es el argumento de
la funcio´n y deﬁne la forma sigmoidal.
El modelo gene´rico propuesto del amortiguador, incluye dos
te´rminos: un te´rmino P que modela el comportamiento cuando
no se aplica una variable exo´gena, y un te´rmino SA que modela
la fuerza cuando se aplica la variable exo´gena, ecn. (8a). Como
el amortiguador SA puede tener un comportamiento asime´trico
en el diagrama FV, los coeﬁcientes del modelo son diferentes
para velocidades positivas y negativas:
FD = FP+,− + FS A+,− (8a)
FP = f0 + cpz˙ + kpz + mDz¨ + fs + fh,z + fh,z¨ (8b)
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La ecuacio´n (8b) es el te´rmino P, FP de la fuerza del amorti-
guador SA. El coeﬁciente f0 es una fuerza de compensacio´n ini-
cial, cp es coeﬁciente de amortiguamiento viscoso el cual des-
cribe la fuerza dependiente de la velocidad y esta relacionado
con cb. El coeﬁciente de rigidez interno, kp, representa la fuer-
za dependiente del desplazamiento y esta relacionado con kb, la
masa virtual mD describe la fuerza dependiente de la acelera-
cio´n, fs = FGuo y es la fuerza de amortiguamiento que repre-
senta el comportamiento sigmoidal, y los te´rminos fh,z = FKwok
y fh,z¨ = FC¸es modelan el efecto de la histe´resis a ωB y ωA.
La ecuacio´n (8c) es el te´rmino SA, FS A, donde gS A es la
ganancia de fuerza por cada unidad de M, el te´rmino fpre−c,z˙,M
simula la fuerza SA a bajas velocidades donde el amortigua-
miento depende de la velocidad y de la manipulacio´n, y fpre−c,M
simula el efecto de la rigidez en la fuerza SA.
En las tablas 7 y 8 proponemos reglas de modelado, el *
indica que puede usarse un modelo simple donde la precisio´n
a la ωA no es importante. Cada una de estas tablas muestran
la funcio´n P y SA para modelar el amortiguador. Los te´rminos
necesarios son seleccionados de las ecuaciones base (8b) y (8c).
Tabla 7: Reglas de modelado para los diagramas P.
Modelo Tipo de diagrama Funcio´n
ωB ωM ωA
Simple 0 o 1 1 1 fs
0 o 1 1 ∗
Simple inercial 0 o 1 1 2 fs + fh,z¨
0 o 1 2 2
0 o 1 2 6
0 o 1 1 6
Simple rı´gido 0 o 1 1 3 fs + fh,z
0 o 1 3 3
Completo 0 o 1 2 5 fs + fh,z + fh,z¨
0 o 1 3 5
Tabla 8: Reglas de modelado para los diagramas SA.
Modelo Tipo de diagrama Funcio´n
ωB ωM ωA Opcio´n 1 Opcio´n 2
Simple 0 o 4 4 4 fpre−c,z˙,M -
Completo 0 o 4 4, 6 o 5 6 o 5 fpre−c,z˙,M fpre−c,z˙,M + fpre−c,z
Si el amortiguador es sime´trico, proponemos:
FD = f0 + cpz˙ + kpz + mDz¨ + funcio´nPAS︸︷︷︸
fuerza pasiva
+ (9)
MgS A [funcio´nS A]︸︷︷︸
fuerza semi-activa
Si el amortiguador es asime´trico, proponemos:
FD = f0 +
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
cp+z˙ + kp+z + mD+z¨ + funcio´nPAS+︸︷︷︸
fuerza pasiva
+ z˙ > 0
MgS A+ [funcio´nS A+]︸︷︷︸
fuerza semi-activa
cp−z˙ + kp−z + mD−z¨ + funcio´nPAS−︸︷︷︸
fuerza pasiva
+ z˙ ≤ 0
MgS A− [funcio´nS A−]︸︷︷︸
fuerza semi-activa
(10)
donde los signos en los subı´ndices, indican si son velocidades
positivas (+) o negativas (-).
       Datos 







La metodologı´a que proponemos se resume en la Fig. 10.
A partir de los datos experimentales se construyen los diagra-
mas caracterı´sticos. Se clasiﬁcan los diagramas de acuerdo a
los patrones identiﬁcados: {Tipo-0,..., Tipo-6 }. Se propone una
estructura gene´rica basada en las Tablas 7 y 8.
La identiﬁcacio´n del modelo utiliza el algoritmo Trust Re-
gion Reﬂective Optimization, Coleman y Li (1996). Este algo-
ritmo es utilizado en el me´todo de optimizacio´n mı´nimos cua-
drados no lineales con la funcio´n objetivo suma de los errores
cuadrados y espacio solucio´n acotado de para´metros a identiﬁ-
car. Las no-linealidades principales que relacionan los datos de
entrada con los datos de salida son la saturacio´n y la histe´re-
sis. Cuando los ca´lculos obtenidos de los datos para la identiﬁ-
cacio´n resulten en derivadas indeﬁnidas (datos con demasiado
ruido o descontinuidades impredecibles), es recomendado usar
me´todos de bu´squeda directa (Direct Search Methods), Wright
(1995). Estos me´todos pueden ser u´tiles cuando datos experi-
mentales de diferentes pruebas son utilizados como una sola
secuencia de datos en serie para la identiﬁcacio´n, puesto que
sera´n formadas discontinuidades al ﬁnal de cada conjunto de
datos de pruebas diferentes al ser unidos consecutivamente.
Para validar los resultados proponemos el ı´ndice ESR, (Error-
to-Signal Ratio) que es el cociente de la varianza del error de es-
timacio´n y la varianza de la fuerza experimental, Savaresi et al.
(2005b). Utilizamos datos diferentes a los datos de identiﬁca-
cio´n. Un ESR ∼ 0 indica que el modelo es perfecto; mientras
que un ESR ∼ 1, indica un modelo trivial que estima un va-
lor promedio. Si el resultado no es satisfactorio sugerimos re-
clasiﬁcar con los patrones {Tipo-0,..., Tipo-6 }.
4. Caso de Estudio
Validamos la metodologı´a con 4 amortiguadores comercia-
les de diferentes tecnologı´as. El amortiguador-1 pasivo tiene un
rango de desplazamiento de 3 cm. El amortiguador-2 MR con-
tinuo con un rango de corriente ele´ctrica I ∈ [0−2,5] A y rango
de desplazamiento de 3 cm. El amortiguador-3 MR On/Oﬀ con
valores de activacio´n I ∈ [0, 2,2] A y rango de desplazamiento
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de 5 cm. El amortiguador-4 EH continuo tiene un rango de co-
rriente ele´ctrica I ∈ [0 − 1,8] A, y rango de desplazamiento de
3 cm.
Consideramos una prueba esta´ndar para el Disen˜o de Expe-
rimentos. El desplazamiento fue una senoidal con frecuencia y
amplitud constantes, la manipulacio´n fue constante. Los expe-
rimentos se realizaron para varios pares de amplitud y frecuen-
cia. Las amplitudes corresponden con la frecuencia de acuerdo
al espectro de operacio´n de un amortiguador en una suspensio´n
automotriz, Boggs (2009), cada frecuencia duro´ 5 periodos, Sa-
varesi et al. (2003). Al terminar el 5o periodo, se incremento´ la
frecuencia y se repito´ la secuencia. Se hicieron al menos 3 repli-
cas. Por cuestio´n de espacio, solo se detallara´ el procedimiento
para el amortiguador-2 MR continuo.
El amortiguador-2 MR continuo es sime´trico en la magnitud
de la fuerza, Figs. 11(D,H,I). Se observa un diagrama Tipo-4, en
compresio´n y extensio´n, aunque la rigidez dina´mica afecta ma´s
en compresio´n, ver fuerza negativa. Consideramos simetrı´a para
obtener un modelo ma´s simple. Los diagramas P para extensio´n
y compresio´n se clasiﬁcan Tipo-1, para ωB, Figs. 11(A,B,C),
Tipo-3, para ωM, Figs. 11(E-Q), y Tipo-6, para ωA, Figs. 11(I-
K). Aplicando la regla de modelado, Tabla 7, el modelo pro-
puesto para el termino´ P es un modelo sime´trico Simple Inercial
de acuerdo a los Tipos: 1, 2 y 6. Los diagramas SA son sime´tri-
cos y las zonas de extensio´n y compresio´n son muy similares
en el comportamiento dina´mico, Figs. 11(M,N,O), 11(Q,R,S),
11(U,V,W), ası´ como en la ganancia de fuerza ante la manipula-
cio´n, Figs. 11(P,T,X). Los clasiﬁcamos como Tipo-0, para ωB,
Figs. 11(M-O), Tipo-4, para ωM, Figs. 11(Q,R,S), y Tipo-5, pa-
ra ωA, Figs. 11(U,V,W). Con la Tabla 8, propusimos un modelo
Completo con inﬂuencia del desplazamiento.
En la Tabla 9 mostramos las combinaciones de los tipos de
diagrama en cada frecuencia y los terminos P y SA propuestos,
basado en las Tablas 7 y 8. Deﬁnidos los modelos identiﬁcamos
los para´metros y el ı´ndice ESR.
Tabla 9: Resumen de modelos para cada amortiguador.
Modelo P Modelo SA
Componente Regla Modelo Regla Modelo
1-Pasivo 1-3-3 Simple rı´gido - -
2-MR (Continuo) 1-2-6 Simple inercial 0-4-5 Completo
3-MR (on/oﬀ) 1-3-3 Simple rı´gido 1-5-5 Completo
4-EH 0-2-5 Completo 4-5-5 Completo
El amortiguador-2 MR continuo es bien representado por
todos los modelos. El modelo propuesto Simple Inercial, es li-
geramente mejor. Cuando se compara con el modelo Completo,
este u´ltimo mejora la precisio´n. En el comportamiento SA, la
inclusio´n del efecto de la corriente ele´ctrica, la velocidad y el
desplazamiento en la precedencia es clave para incrementar la
precisio´n, Tabla 10.
Adicional al ana´lisis cuantitativo se puede utilizar un ana´li-
sis cualitativo guiado por los diagramas Voronoi, Voronoi (1908),
que muestran la densidad de puntos de dos variables en un
plano. El plano es dividido por una malla, y la densidad de cada
celda de la malla es calculada. El color de la celda representa el
nivel de densidad. Mientras ma´s uniforme sea el color y la for-
ma del diagrama caracterı´stico, el modelo evaluado es mejor.
Tabla 10: Indices ESR.
Modelo Amortiguador
P SA MR Continuo MR on/oﬀ EH
Simple Completo 0.0249 0.0417 0.059
Simple Inercial Completo 0.0247 0.0396 0.0567
Simple Rı´gido Completo 0.0249 0.0399 0.0505
Completo Simple 0.0253 0.0397 0.0494
Completo Completo 0.0167 0.1048 0.0463
Todas las sen˜ales en los diagramas fueron normalizadas usan-
do el percentil de 99% para obtener un mallado uniforme y se
construyeron los diagramas Voronoi FD, FV y FI.
(A) Simple inercial - completo (B)  Completo

























Figura 12: Fuerza simulada vs fuerza experimental (normalizadas).
En la Fig. 12 mostramos un diagrama Voronoi de la fuer-
za simulada normalizada (eje vertical) versus la fuerza experi-
mental normalizada (eje horizontal). En este diagrama se espe-
rarı´a una lı´nea recta para un modelo perfecto. Cualitativamente,
el modelo propuesto representa mejor la fuerza que el modelo
completo, ya que la Fig. 12A es una lı´nea mientras la Fig. 12B
tiene algunas curvas.
Los diagramas caracterı´sticos FV, FD y FI, Figs. 13, mues-
tran que las formas de los diagramas simulados son similares
a los diagramas construidos con datos experimentales, al igual
que la concentracio´n de datos. Obtuvimos resultados nume´ricos
y gra´ﬁcos similares con los otros 3 amortiguadores comerciales
para validar la metodologı´a propuesta.
(C) Diagrama FD           (D) Diagrama FD
(A) Diagrama FV           (B) Diagrama FV
(E) Diagrama FI           (F) Diagrama FI
Figura 13: Comparacio´n los datos experimentales (A,C,E) y simulados (B,D,F).








0.0088463 m, 235.7203 N
Coord. máxima fuerza:

































































































(G) Diagrama FA @ ωM



























































(K) Diagrama FA @ ωA























Coordenadas de valores máx.: 
[0.0088399 m,1358.369 N ]














Coordenadas de valores máx.: 















Coordenadas de valores máx.: 








(O) Diagrama FA @ ωB

















Coordenadas de valores máx.: 
[0.0089163 m,1335.5025 N ]














Coordenadas de valores máx.: 















Coordenadas de valores máx.: 








(S) Diagrama FA @ ωM

















Coordenadas de valores máx.: 
[0.0089532 m,1309.5872 N ]














Coordenadas de valores máx.: 















Coordenadas de valores máx.: 








(W) Diagrama FA @ ωA










(X) Diagrama Ff @ ωA
Figura 11: Diagramas caracterı´sticos para un amortiguador SA MR Continuo. En los primeros tres renglones (ωB, ωM y ωA), cada renglo´n muestra cuatro diagramas
del comportamiento pasivo: FD, FV, FA y Ff. El diagrama Ff representa la ganancia de fuerza en un rango de frecuencia. Son tres renglones, donde cada renglon
representa los anchos de banda de intere´s previamente deﬁnidos. En los renglones 4–6, correspondientes tambie´n a los anchos de banda de frecuencia, se muestran
los diagramas del amortiguador SA. El diagrama FI muestra la gananciı´a de fuerza y pendiente que se obtiene debido a la variable exo´gena en ese ancho de banda.
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5. Conclusio´n
Propusimos una metodologı´a sencilla para el modelado de
amortiguadores pasivos y semi-activos a partir de pruebas ex-
perimentales esta´ndar. Usando datos experimentales se constru-
yen diagramas caracterı´sticos que guian al disen˜ador en la ela-
boracio´n de la estructura del modelo, a partir de una ecuacio´n
gene´rica que introduce un estructura matema´tica de computo
simpliﬁcado. Validamos experimentalmente la propuesta con
cuatro amortiguadores comerciales de caracterı´sticas muy di-
ferentes. Obtuvimos resultados con errores menores al 5%.
Como trabajo futuro, automatizaremos el proceso de clasi-
ﬁcacio´n de los diagramas caracterı´sticos a los patrones estable-
cidos y validaremos con otras tecnologı´as comerciales de amor-
tiguadores.
English Summary
Modeling of Dampers guided by their Characteristic Dia-
grams
Abstract A methodology for modeling guided by its cha-
racteristic damping diagrams is proposed. From experimental
data generated by standard tests the damper characteristic dia-
grams are constructed, which considers the force versus displa-
cement, velocity and acceleration for the frequencies of inter-
est. These characteristic diagrams can be classiﬁed into seven
patterns, which serve as a guide to build the same mathemati-
cal model that can be identiﬁed with algorithms conventional.
The methodology was validated with four diﬀerent technolo-
gies of commercial dampers. The precision of the results pre-
sented errors less than 5%.
Keywords: semi-active damper passive damper modeling met-
hodology simulation
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M Manipulacio´n (variable exo´gena) -
ka,kb Pendiente de rigidez alto y bajo N/m




ca, cb Pendiente de amortiguamiento bajo y alto Ns/m
cS A Pendiente de amortiguamiento en zona de precedencia para FS A|M Ns/m
md Masa del cuerpo del amortiguador kg
mS A Masa virtual del amortiguador cuando M > 0 kg
FKwok Fuerza no lineal de modelo Kwok N
rpre Coeﬁciente en la zona de precedencia relacionado con el amortiguamiento s/m
hpre Coeﬁciente en la zona de precedencia relacionado con la histe´resis 1/m
FGuo Fuerza no lineal de modelo Guo N
FC¸es Fuerza no lineal de modelo C¸esmeci N
FD|M , FD Fuerza de amortiguamiento N
FP, FS A|M Componente pasivo y semi-activo de FD|M N
{a, b, c, d, Rectas en planos caracterı´sticos -
e, f , g, h}
{A, B,C,D, Puntos en planos caracterı´sticos -
E, F,G,H}
kp Coeﬁciente de rigidez N/m
cp Coeﬁciente de amortiguamiento Ns/m
cpre Coeﬁciente de amortiguamiento en zona de precedencia Ns/m
cpos Coeﬁciente de amortiguamiento en zona de postcedencia Ns/m
f0 Fuerza constante de amortiguamiento N
τ Constante de tiempo de respuesta de FD|M ante cambios de manipulacio´n s
ωB, ωM, ωA Ancho de banda de frecuencia baja, media y alta hz
v1 Umbral de velocidad para cambio de zona de pre a postcedencia para FP m/s
v2 Umbral de velocidad para cambio de zona de pre a postcedencia para FS A|M m/s
gS A Pendiente de fuerza semi-activa debida a la manipulacio´n aplicada, M N/(Unidades
manipulacio´n)
θ Variable auxiliar
coe f icientesubı´ndice+ Coeﬁciente con respecto a z˙ > 0 -
coe f icientesubı´ndice− Coeﬁciente con respecto a z˙ < 0 -
Fs, fs Fuerza sigmoidal de amortiguamiento en FP N
fh,z Fuerza sigmoidal de amortiguamiento con histe´resis debido a z en FP N
fh,z¨ Fuerza sigmoidal de amortiguamiento con histe´resis debido a z¨ en FP N
fpre−c,z,M Fuerza de amortiguamiento en zona de precedencia dependiente de z para FS A N
fpre−c,z˙,M Fuerza de amortiguamiento en zona de precedencia dependiente de z˙ para FS A N
fc,s Magnitud de fuerza sigmoidal de amortiguamiento N
fh1 Magnitud de fuerza de amortiguamiento para fh,z N
fh2 Magnitud de fuerza sigmoidal de amortiguamiento para fh,z¨ N
rs Coeﬁciente de amortiguamiento sigmoidal para FP s/m
hs Coeﬁciente de amortiguamiento sigmoidal con histe´resis para FP 1/m
rz Coeﬁciente de amortiguamiento en zona de precedencia debido a z para FP s/m
hz Coeﬁciente de amortiguamiento en zona de precedencia con histe´resis debido a z para FP 1/m
rz¨ Coeﬁciente de amortiguamiento en zona de precedencia debido a z¨ para FP s/m
hz¨ Coeﬁciente de amortiguamiento en zona de precedencia con histe´resis debido a z¨ para FP 1/m
rz˙,M Coeﬁciente de amortiguamiento sigmoidal debido a z˙ para FS A s/m
rz,M Coeﬁciente de amortiguamiento en zona de precedencia debido a z para FS A s/m
